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Resumen

En este trabajo resumimos la aproximacién topoldgica al analisis de datos cadti-
cos, e indicamos pesibles caminos hacia la extension de estas téenicas hacia problemas en
los cuales el flujo responsable de la dindmica caética en observacion necesite ser reconstruido

en mas de tres dimensiones.

Abstract

In this work we briefly report the topological approach to chaotic time series data
analysis, and outline possible ways to extend those techniques to problems in which the
underlying flow responsible for the observed chaotic dynamics requires to be embedded in

a dimensionality higher than three.

Algunos de los resultados obtenidos
por los dinamicistas en los dltimos veinte afios
han tenido un impacto profundo en las cien-
cias naturales. En particular, éste ha sido el
caso de la idea de que reglas deterministicas
simples dan lugar a comportamientos comple-
jos, impredecibles en el largo plazo (caos). Asi,
uno encuentra dos problemas principales al
enfrentar un problema cadtico: eémo descu-
brir la regla deterministica sencilla mencio-
nada antes y, una vez persuadidos de lograr

Acto realizado con motive de la entrega del
premio "Ernesto E. Galloni" -instituido por la
familia Galloni- en Fisicomaiemdtica, el 21 de
noviernbre de 1997,

este punto, como validarla a partir de los da-
tos [Abarbanel 1993, Abarbanel 1996].

En los dltimos afios, hemos propues-
to, junto a una serie de colaboradores, un modo
de analizar datos que apunta a describir la
estructura topoldgica de flujos cadticos. Para
sistemas sumergibles en tres dimensiones
(esto es, cuando el espacio de fases es de di-
mension tres), este método nos levo a clasifi-
car atractores extrafios en términos del modo
en que las érbitas inestables coexistentes con
el atractor extraiio se anudaban v enrosca-
ban entre si. Asi, segmentos de un atractor
extrafio que fueran asimilables a aproxima-
ciones de orbitas inestables eran tomados
como trayectorias casicerradas en el espacio
de fases. Cuantificando mediante invariantes
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toplégicos la estructura de dichos segmentos,
es posible identificar si un conjunto dado de
orbitas son compatibles con algiin meeanis-
mo capaz de producir soluciones cadticas
[Mindlin 1990, Mindlin 1991]. El resultado
final de dicho procedimiento consiste, enton-
ces, en develar dicho mecanismo, tipicamen-
te mediante la identificacion del templado o
sostenedor de nudos capaz de sostener a to-
das lasg ¢rbitas periédicas de dicho mecanis-
mo [Birman 1983]. Numerosos casos experi-
mentales han sido analizados desde esta pers-
pectiva en los Ultimos afios.

Pese a estos logros, la aplicabilidad
del método esta restringida por a) la dimen-
sionalidad del espacic de fases en el cual la
dindmica se lleva a cabo y b) la posibilidad de
reconstruir buenas aproximaciones a érbitas
periddicas inestablea coexistentes con el atrac-
tor extrano bajo estudio (lo cual requiere ge-
ries temporales largas y poco contaminadas
por el ruido). Para superar estas dificultades,
se ha propuesto caracterizar a los flujos caé-
ticos mediante otros invariantes toplégicos
[Muldoon 1993, Sciamarella 1999]. En este
trabajo construimos sobre esfuerzos previos
con el fin de mostrar cémo es posible aproxi-
mar la variedad invariante visitada por una
trayectoria compleja mediante una descom-
posicién en bloques. Luego, mostramos cémo
es posible manipular algoritmicamente las
prescripeiones necesarias para ensamblarlos.
De este modo, logramos la descripcién de un
complejo (complex): una suerte de esqueleto
del atractor en estudio via su descripeién sim-
plicial. El resultado de este procedimiento
permite obtener tanto una cuantificaciéon como
una visualizacion intuitiva de los procesos de
estiramiento y compresién caracteristicos de
los mecanismos responsables del comporta-
miento complejo {Sciamarella 1999].

Los resultados presentados aqui ilus-
tran este mecanismo mediante una aplicacion
al problema de la voz humana (esto es, del
andligis de la sefal temporal proveniente de
las fluctuaciones de presién que ocurren cuan-
do un sonido voceado es pronunciado)
[Sciamarella 1999].

Determinar cudndo dos espacios
topolégicos son equivalentes es un problema
no trivial. Los pasos consisten basicamente
en describir ¢6mo pegar un conjunto de "blo-

ques” (n-celdag) de modo tal de construir un
conjunto equivalente a aquel en estudio
{Kinsey 1993]. El primer paso en este progra-
ma consiste en identificar, para cada celda,
sus caras. Esto se puede lograr mediante un
mapa de borde b, El mismo de define de tal
modo que, aplicado a una celda, retorna sus
caras (una cadena de celdas de dimensidn
menor que la de la celda en una unidad). Una
representacién matricial de dicho mapa per-
mite definir un conjunto de invariantes "es-
calonados". Entre ellos, los grupos de cadena,
los ciclicos, ¥ los de homologia. Estos, son in-
dependientes de la descomposicién particular
empleada. Los pasos son algoritmicos y sen-
cillos [Sciamarella 1999].

La importancia de variedades enra-
madas en la teoria de sistemas dindmicos se
basa en la habilidad de los mismos para sos-
tener una variedad de nudos complejos: una
variedad enramada capaz de sostener orbitas
periadicas inestables que coexistan con un
atractor extrafio ayuda a entender los meca-
nismos geométricos responsables por el com-
portamiento en estudio [Holmes 1985]. La va-
riedad enramada de la Figura 1 es compati-
ble con el estiramiente ¥ dobles presentes en
la suspension de la herradura de Smale. Para
la misma, una descomposicion en celdas ex-
plicita es mostrada en la Figura 2. Basado en
ja misma, computamos su homologia:

HO=Z1=[[P]]
H1=Z3=[le+n, a-e+j+k, -b-c-d-e+gl]
H2=[[d]].

Para llevar a cabo una aplicacién de
estas ideas al analisis de datos temporales,
debemos pues obtener una representacion
multidimensional de la sefial (embedding)
[Abarbanel 1993]. Luego, tenemos que lograr
aproximantes localmente euclideos (a modo
de parches), preservando las reglas de pega-
do necesarias para construir un complejo que
aproxime a aquel en estudio. Asi, uno béasica-
mente necesita suficientes puntos que puedan
ser centros de celdas (las cuales contendran
puntos vecinos a los centros), de mode que todo
punto en el obhjeto en estudio esté comprendi-
do en una celda. Para eso, elegimos arbitra-
riamente el primer punto, y ordenamos los
demds de acuerdo con su distancia al mismo,
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Fig. 1: Una variedad enramada sencilla, compatible con el estiramiento y doblez presentes
en la herradura de Smale.
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Fig. 2: Una descomposicién en celdas de la variedad enramada mencionada antes.
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Fig. 3: La serie temporal de lag fluctuaciones de presion (en unidades arbitrarias) en funcién de su
posicidn en el archivo. Un tiempo total de 0.147 segundos son mostrados,
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Fig. 4: Una reconstruccién tridimengional de la serie mostrada en la Figura 3.
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Fig. b: El complejo aproximante al conjunto ilustrado en la Figura 4, de
doce celdas apropiadamente pegadas.

Luego, elegimos un criterio para determinar
el méaximo radio tal que los puntos a distan-
cias menares sean una aproximacién euclidea
razonable del entorno del punto elegido. A esos
puntos los etiquetaremos con un indice que
denotara la celda a la que pertenecen. Se to-
man luego sucesivos centros, lo mas algjados
posible de los centros ya elegido, y procede-
mos iterativamente. Asi, tenemos que cada
punto pertenecera a por lo menos una celda.
El resultado es una asignacion, a cada punto,
de un nimero de enteros que dan cuenta de a
qué celdas pertenece. Una vez obtenida esta
informacién, es posible construir los mapas
de bordes, tomando puntos repregentativos de
las intersecciones entre celdas [Sciamarella
1999]. E! resto del procedimiento sigue los
pasos algoritmicos citados antes.

El ejemplo con el que ilustramos es-

tos pasos consiste en un registro de las fluc-
tuaciones de presién que ocurren cuando se
pronuncia una vocal voceads. El mecanismo
fisico es razonablemente claro: el aire a tra-
vés de la glotis induce en las cuerdas vocales
una oscilacién de relajacién, que resulta fil-
trada en el tracto vocal. En las Figuras 3y 4
se muestran los datos a analizar y su recons-
truccién en un ambiente multivaluado respec-
tivamente. Corresponden a 0.14 segundos de
registro de la vocal "a", pronunciada en el
marco de la palabra "casa". Los 1183 puntos
mostrados (muestreo de 8000 muestras por
segundo) impiden siquiera esperar la posibi-
lidad de reconstruir "érbitas periédicas”, atin
persuadidos de 1a posibilidad de encontrar una
dinamica compleja de baja dimension. E1 com-
plejo aproximante, sin embargo, se muestra
en ia Figura 5. Sugestivamente, equivalente
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al tedrico escrito anteriormente. Si bien la
equivalencia entre este complejo y el de la va-
riedad enramada de la Figura 1 no puede to-
marse como una indicacién de caoticidad, pro-
vee una degcripeidn geométrica cuantificable
capaz de jugar el papel de refutable ante even-
tuales soluciones de sistemas fisicos propues-
tos.

En definitiva, la aproximacién topo-
légica al anédlisis de datos complejos (si bien
deterministicos) apunta a construir cantida-
des a ser utilizadas en la refutacién/valida-
cién de modelos. En este trabajo me propuse
esbozar caminosg para extender la linea de tra-
bajo (mas madura) que permite caracterizar
atractores extrafios en dimensién tres me-
diante una descripcidn de la organizacion to-
poldgica de las drhitas coexistentes con un
atractor. El uso de homologias para describir
variedades enramadas permite extender, cua-
litativamente, el rango de aplicabilidad de las
técnicas existentes a dimensiones mayores
que tres (o sea en dimensiones para las cua-
les los nudos se "desanudan"). Diversos cami-
nos que no apuntan sino a recuperar, en el
campo de lo impredecible, la posibilidad de la
refutacion.

Agradecimientos

Quisiera agradecer a Robert Gilmore
y a H. G. Solari, quienes compartieron varios
tramos del trabajo en el drea de construccién
de una estrategia topolégica para el analisis
de sefiales temporales, asi como a Denisse

Sciamarella, Dario Krmpotic, Marina Huer-
ta y Manuel Eguia por su entusiasta y per-
manente apoyo. Un especial agradecimiento
quisiera manifestar a la familia del ingeniero
Ernesto Galloni por su continuo apoyo a la
investigacion.

Referencias

ABARBANEL 1996: H. D. 1. Abarbanel, Analysis
of Observed Chaotic Datg, Springer (New
York) 1994,

ABARBANEL 1993: H. D. Abarbanel, R. Brown,
J. Sidorovich and L. Tsmirning, Review of
Modern Physics 65, 1331 (1993).

MINDLIN 1990: G. B. Mindlin, H. G. Selari, R.
Gilmore, X, Hou and N. Tufillaro, Physical
Review Letters, 64, 2350 (1990),

MINDLIN 1991: G. B. Mindlin, H. G. Solari, M. A.
Natiello, B. Gilmora and X. Hou, Journal of
Nonlinear Science 1, 147 (1991),

BIRMAN 1983: J. Birman and R. Williams, Cont.
Math. 20, 1 (1983).

MULDOON 1993: J. Muldoon, R, 8. MacKay, J. P,
Huke and D. S. Bromhead, Physica D65 1
(1993).

SCIAMARELLA 1999: D. Sciamarella and G. B,
Mindlin, Physical Review Letters, en pren-
ga (1999).

KINSEY 1993: L. C. Kinsey, Topology of Surfaces,
Springer (New York) (1993).

HOLMES 1985: P. Holmes and R. Williams, Arch.
Rational Mech. Anal. 90, 115 (1985).

Manuscrito recibido en febrero de 1999.

-242 -



